HIPERBOLA.

Es el conjunto de todos los puntos con la propiedad de que la diferencia de las distancias de los puntos
del conjunto a dos puntos fijos dados es una constante, positiva y menor que la distancia entre los
focos.

La hipérbola se puede representar por el siguiente esquema.

-

Las componentes principales de la hipérbola se pueden obtener de la figura anterior, las cuales son:

Focos:
F_Z:F_O+CU
F-F-ca
Vertices:
\/_2: +au
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Centro:

R = (R+F)=5(+V,)

La recta que pasa por los focos se denomina eje focal. La recta que pasa por el centro de la hipérbola
perpendicular al eje focal se llama eje normal.

El segmento de larectaque vade V, a V, se llama eje transverso.

El segmento de la recta cuyo punto medio es el centro de la hipérbola y tiene longitud 2b, se

Ilama eje conjugado.
El segmento de la recta que va desde un punto de la hipérbola a otro punto de la hipérbola y que
pasa por uno de los focos, perpendicular al eje focal se llama lado recto.

Sea un punto P que pertenezca a la hipérbola, entonces cumple con:
P=F +xT+y'T

y de la definicion de la hipérbola:
‘5—?1‘—‘5—?2‘:261 con O<ax<c

Donde la constante es 2a, por conveniencia, como se vera mas adelante.

Como ya se conoce F,,F, y P se sustituyen en la definicion anterior:

ol
|

5—_1‘:‘(_0+ X' T + y'Ul)—(F_O—CU)‘:‘X‘U-F y'ut+cd]
|

Obteniendo las magnitudes, sabiendo que la magnitud de U | 0" esigual a uno,

P- Fl‘ =\/(x'+ c)’ +y”

E—Ez‘:\/(x'—c)z +y7

Sustituyendo en la definicién de la hipérbola:

5 F|-[p-F|-2a
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\/(x'+c)2 +y*? —\/(x'—c)2 +y? =2a

Quitando el radical de ambos términos, elevando al cuadrado y después de simplificar la expresion:

(x+c) +y® :(23+\/(x‘—c)2 e )2

(az —02>X'2+ azy.2: a2 (az _Cz)
Dividiendo ambos miembros entre a? (a2 —c? ):

12 12
X + y =1

@)

como O<a<c, a*>—c® <0 ydefiniendo a®> —c* = —b*, (b > 0) por lo que:

X|2 y|2
—7 =1
a b
Por lo que la ecuacion de la hipérbola esta dada por:

12 12

P_F 4xT4v gt Y
P=F +x0T+y'l donde R =1
Que es conocida como la ecuacion vectorial de la hipérbola.
X|2 12
Los parametros son X'y Y,y la ecuacion —~—-— =1, se puede entender como la variacion del
a b

parametro.

Para obtener la ecuacion cartesiana de la hipérbola lo que se puede hacer es:
de la ecuacion P = F_O +XU+y'U" ordenarla como,
P-F,=xu+y'a"

Para obtener X, se multiplica por el vector U
(P-R)-u=(xu+yu")u

P—F, )eU=(XTeT+Yy'T" T
(P-F)-m=( )

(P-F)-a=x(u-m)+y'(z*-u)

como (Ul -U) = 0 por ser ortogonales,y (T+0) = |lT|2 =1, entonces,
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(5 - F_O) U=X
Y para obtener Y, se multiplica por el vector U™

(E—F_O).Ul =(xT+y'Th )T

(P-R)o =y
Sustituyendo en a—lzz - b—; =1, se obtiene la ecuacion cartesiana de la hipérbola
(F-Ryf Ry

Otra manera de obtener unas ecuaciones paramétricas es, que se observa que se puede utilizar una

identidad en la ecuacion vectorial de la hipérbola, es decir:

12 12
X y
sec’@—tan’ 0 =1 ?_bT:l
Por lo que,
XIZ y|2 X| 2 y| 2 , ,
— <5 =|—| || =sec’f-tan" 0 =1
a b a b
es decir,
X'\ X'
(—j =sec’ @ = Z —sechd
a a
1 2 1
(L) =tan’ @ = Y —tane
b b
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obteniéndose las siguientes dos relaciones:
X' =asecd
y'=btané

y sustituyendo en P= F_O +X' T+ y'U", se obtiene otra ecuacion vectorial de la hipérbola,

P=F +x0+y'0" =(hk)+asecd(u,u,)+btand(-u,,u,)/0 (—%%J u(%%ﬂj
Unas ecuaciones parameétricas,

X'=h+asecOu, —btanédu, T 7w 37w
y=k +asecéu, +btanbu, v e 2 2

A partir de los vectores se pueden determinar los elementos de la hipérbola como:

Centro:

Focos:

Vértices:

V, =F, +at =(hk)+a(u,u,)

<
I

. =F—-au=(hk)-a(u,u,)
B, =F, +bu* =(hk)+b(-u,,u,)
B, =F,-bu" =(hk)-b(-u,,u,)

Relacionados por: a’+b?=c¢c’

El segmento V,V, de longitud 2a se llama EJE TRANSVERSO.

El segmento de longitud 2b, con punto medio en el centro de la parabola se llama EJE
CONJUGADO.

Los ejes no se llaman mayor o meno, ya que puede ocurrirque b>a,b=a ob<a.

Longitud del eje transverso:  2a
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Longitud del eje conjugado: 2b

. 2b°
Longitud del lado recto: L.R.= e
c +a’+b?
Excentricidad: €=—=—""7"— como C > a, entonces e >1 (Para el caso de la hipérbola)

a a

Las asintotas se obtienen por:

La ecuacion de las rectas asintotases: L =P, +ta

Para la primer asintota: L = {(X y')=(0,0)+t(L,m)/te R}

La razén del punto (0,0) es porque pasa por el origen de X' Y'

A

_ ) b .
La pendiente de la recta asintota es: M = 3 = 1,5 0 (a, b)

L={(x\y")=t(ab)/teR}
X'=at R
y' = bt te
Sustituyendoen: P =F, + X'T+y'T*
P=F, +(at)u+(bt)u" /teR
X =h+atu, —btu,
y =k +atu, + btu,

Eliminando t se obtiene la cartesiana.

Para la sequnda asintota: L = {(x y')=(0,0)+t(Lm)/te R}

La razén del punto (0,0) es porque pasa por el origende X' = Y'.
_ ) -b -b .
La pendiente de la recta asintota es: M = = = 1,? 0 (a, —b)

L :{(x',y'):t(a,—b)/t eR}

telR

Sustituyendoen: P=F, + XU+ y'T"
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P=F,+(at)u+(-bt)u* /teR
X =h+atu, +btu,
y =k +atu, —btu,

Eliminando t se obtiene la cartesiana.

CASOS PARTICULARES

1) Siu= (1, 0) , entonces los focos estan sobre una recta paralela al eje x.

Sustituyendo T , U™ en las ecuaciones de la hipérbola:

P=(xy)=(hk)+x(1,0)+y'(0,1)  donde —5—-5 =1

AN

X=h+x" = X=X-h
y=k+y" = y=y-k

sustituyendo:

X' y'zz(x—h)2 (y—k)?

2) Siu= (0,1) , entonces los focos estan sobre una recta paralela al eje y.
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Sustituyendo T . U™ en las ecuaciones de la hipérbola:

12 12
Ez(x,y):(h,k)+x‘(0,l)+y'(—l,O) donde );—2—{)—2:1
X=h-y = y=h-x
y=k+x' = Xx=y-k
sustituyendo:
x?_y? (=K (h=x)® _(y-K) (x=h)®
a2 b a b a2 b

Ejemplo:
Determinar la ecuacion vectorial, cartesiana y unas paramétricas de la hipérbola que tiene uno de sus

focos en F, = (3,0) yel centroen F, = (0,1) y la excentricidad vale 2. Dibuje.

Solucion:
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Revisando la excentricidad, € > 1, la cual es 2, y es de acuerdo a la hipérbola.

Y como el vector u es paralelo al vector que va del centro al foco 1. (u es unitario)

FF=F-F=(30)-(01)=(3-1)

RR|=[F - R =[3.0)- (0| =|(3.-1)|= y&° + (1) = VIO

Por lo que,

U:F;ﬂﬁﬁ:

1 J10 3 -1
E(3,—1) - W(B’_l) - (EJl—O,EJl_Oj

y un vector ortogonal a u,
UL:Q£¢EEE¢5J
10 10
y la longitud de cualquiera de los focos al centro es c,

=R =[F - Fo]=|20) (0.0 =|(3-1) = 5"+ (-2)" = A0

. C
la excentricidad es: €= E =2

. C
es decir, a =—=
2

La ecuacion vectorial vectorial de la hipérbola es de acuerdo como,
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12 12

donde _2_y_:1
a

b2
310 10 V10 3V10

_ . XlZ y|2
P=F+X0+y'0 =(01)+x'| —,—— |+VY' : — =1
0 y (0,2) ( 10 10 J y ( 10 ' 10 J donde —¢ 15

y para obtener la ecuacion cartesiana, obtenemos X'y Y, por medio de,

Para obtener X, se multiplica por el vector U

como (Ul -U) = 0 por ser ortogonales, y (T+T7) = |LT|2 =1, entonces,
(5 - F_O) u=x

X

(E—F_O)-U:[(x,y)—(o,l)]-(%x/l—,—%\/ﬁj:
) 0801 )

.3 1 1
X=—+/10Xx——+~/10y + —+/10
10 10 y 10
Y para obtener Yy, se multiplica por el vector U™

(P-F)-u" =(xu+yu")-u

y=(P-F)-0* =[(x y)—(o,l)].(%\/l_o’%\/ﬁj _
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y=(X, Y—l)'(llo \/l_O%JEj = (X)(%\/ﬁjﬂy—l)(i\/ﬁj =

1 3 3
=—+10x+—+v10y ——~/10
y 10 10 y 10

12 12
Sustituyendo en 2z L =1, se obtiene la ecuacion cartesiana de la hipérbola
P-F,)-T)?® ((P-F,)-u*)?
(P-ryop (P-Fpe)
[3mx_1my+1m} [1@&@_3@}
10 10 10 ~\10 10 10 _1
5 15 i
2 2
Desarrollando
26 , 8 2 , 8 4 27
—X ==Xy ——Y +—X+—y——=0
75 25 25 25 25 25

Multiplicando por 75, ambos lados de la ecuacion para no alterar la ecuacion,
26X> —24xy —6y* +24x+12y—-81=0
La cual es la ecuacidn cartesiana de la hipérbola del ejemplo.

Para obtener la vectorial y las paramétricas en términos de un solo parametro,
, v10
X' =asecd =——secd

i 2 06( ﬂ_ﬂju(ﬂ'_:gﬂ'j
I ) __1_ _1_
N| ’ 2 2 2 2
y'=btan0:%tan9

y sustituyendoen P = F, + XU + y'U", se obtiene la ecuacién vectorial de la hipérbola,

P=F +x0+y'0" =(hk)+asecd(u,u,)+btand(-u,,u, )/ 0 (—%%)u(%%ﬂ)

P=(0,1)+x' —3\/1_0,—@ +y' @—3\/1—0 =
10 10 10 10
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Vio (310 fj ftang(f 3(] ( nju(z_sﬂ)

P= (01)+—se ( ,
2 10 10 2 10 10

que es la ecuacién vectorial de la hipérbola

Unas ecuaciones paramétricas,

=§se09+—\/ 30v10tan @
2 T 7 37
1 R Eriry e Pary
y= 1—§se00+—\/ 0v10tan@

Y un dibujo es:

4
Foeo 2 2-;/
4 'L;.-‘L
EIL A A R T
2
4
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